Chaostheorie/Fraktale I

Die Chaostheorie beschaftigt sich mit Folgen, deren Verhalten auf die Dauer
nicht vorhersagbar ist.

Im folgenden bezeichne R die Menge der reellen Zahlen, N die der natiirlichen
Zahlen, A,B Teilmengen des R"mit neN (z.B. 1,2), wenn nicht anders festgelegt.

Eine FUNKTION ist eine Menge M von Paaren (x,y) mit x aus einer Menge A und y
aus einer Menge B, so dass es zu Jjedem x aus A genau ein Paar (x,y) aus M gibt.

Die Menge A heiRt Definitionsmenge, B Wertebereich.

Insbesondere ist der Wert y durch x eindeutig bestimmt. y wird Funktionswert
genannt und mit f (x) bezeichnet, um die Abhédngigkeit von x darzustellen. x wird
Argument zu y genannt.

Eine Funktion f={(x,y) | xe€A, yeB, y=f(x)} wird vielfach durch die Schreibweise
f:A -> B, x -> f(x) dargestellt.

Ist A eine Menge, so ist f£(A) die Menge aller Funktionswerte f(x) mit xeA.
Beispiele:

1)
f:R -=> R, x -> 2*x steht anstelle f={(x,y) | xeR, yeR, y=2*x}

Es gilt f(2)=4 bzw. 2 =>4
£(5)=10 5 -> 10
2)
f:R -> R, x —-> x2? steht anstelle f={(x,y)| xeR, yeR, y=x?}

Es gilt £(3)=9 bzw. 3 -> 9
£f(5)=25 5 -> 25

Sind f:A -> B, x -> f(x) und g:B -> C, x -> g(x) Funktionen, so definiert man
als VERKETTUNG gof:A -> C, x -> g(f(x)).

Die Verkettung entsteht durch "Einsetzen" von f in g.
Beispiele:

f:R -> R, x —-> 2x g:R -> R, x -> x?
gof: R -=> R, x -> (2x)?

f:R -=> R, x -> x+3 g:R -> R, x -> 4* + 5
gof:R -> R, x —> 4%**3 4+ 5

Die Verkettung ist allgemein nicht kommutativ, d.h. fog ist nicht immer mit gof
identisch.

Fiir eine Funktion f:A -> A wird definiert f* als fofo...of
|- n-mal -|
Eine FOLGE (a;) ist definiert als eine Funktion N -> R,i -> ai, also als eine
Funktion mit den natiirlichen Zahlen als Argumente.
Der Funktionswert zu einer Zahl i heilt i-tes FOLGENGLIED, i selbst INDEX.

Beispiel:
(2*1) definiert die Funktion f:N -> R, 1 -> 2*i
Das 2. Folgenglied ist a,=2*2=4, das 3.Glied a;=2*3=6.

Ist f eine Funktion R -> R, (ai) eine Folge mit aj«si=f(ai), so nennt man die Folge
REKURSIV.



Beispiel:

Sei f:R -> R, x -> 2*x. Eine rekursive Folge erhdlt man, wenn man fir
a; z.B. den Wert 1 wahlt und fir alle i ai;s1 festlegt durch f(a;).

Es gilt dann a,=2%*a;=2, as=2*a,=4, a,=2*as=6.

Satz:
Fiir eine mittels einer Funktion f rekursiv definierten Folge gilt a:;n=f'(ai).

Ein Argument x heilt FIXPUNKT einer Funktion f, wenn f(x)=x gilt. Fir

eine Funktion f: R -> R gilt:

X ist ein Fixpunkt genau dann, wenn der Graph zu f die Gerade id: R -> R, x -> X
(Winkelhalbierende) in x schneidet.

x heiBft PERIODISCHER PUNKT zu f mit der Periode n, wenn f"(x) = x gilt.

n heift dann MINIMAL zu x, wenn f!(x)# x fir alle i<n gilt.

Allgemein heiRt eine Menge M INVARIANT zu Funktionen f;,..,f,: S -> S, wenn S = U
fi(S) ist (Vereinigung aller f;(S)).

Beispiel:

Die Funktion f: x -> a*x*(1-x) (Verhulst-Funktion) besitzt je nach
Grobe von a periodische Punkte mit der Periode 1, 2, 4, 8 usw. oder
verhdalt sich chaotisch. Die periodischen Punkte sind Attraktoren zu £
(vgl. unten).

Satz:
X 1st genau dann n-periodisch, wenn x Fixpunkt der Funktion f" ist.

Satz:

1)Ist x n-periodisch zu £, so ist fi(x) fiir alle 0<i<n n-periodisch.
2)Ist n bzgl. x minimal, so ist n bzgl. allen f!(x) mit 0<i<n minimal.
3)Ist n bzgl. x minimal, so gilt fi(x) # fi(x) flir alle 0<i,j<n mit i#j.

Beweis:

1) froft(x) = f*l(x) = flofh(x) = fi(x)

2)Gilt fur ein j<n flofl(x) = f*(x), dann folgt x = frloft(x) = frioflioft(x) =
flofrioft (x) = flof"(x) = fi(x), also j=n, da n minimal bzgl. x ist.

3)Ann.: Es gebe 0<i<j<n mit fii(x) = £I(x)

Es folgt x = f"Jofl(x) = fdofl(x) = £33 (x) => n-j+i 2 n => i2j im Widerspruch
zu i<j.

Allgemein nennt man die Menge K(a,r)={x| d(x,a)<r} eine KUGEL um a mit RADIUS r,
kurz r-UMGEBUNG. Dabei ist d(x,a) der ABSTAND von x zu a. Eine Menge, die eine
Kugel um einen Punkt a enth&lt, heiRt UMGEBUNG von a. Eine UMGEBUNG einer Menge
M ist Umgebung zu jedem a € M.

Eine Teilmenge M von R" heiBft BESCHRANKT, wenn M in einer geniigend groBen Kugel
enthalten ist. Eine Folge ist beschrédnkt, wenn die Menge der Folgenglieder
beschrankt ist.

Satz:
Zu jeder beschrankten Folge gibt es eine konvergente Teilfolge.

Beweisidee:

Da die Folge komplett in einer groBen Kugel enthalten ist, ldsst sie sich mit
endlich vielen Kugeln mit r=10"! iiberdecken. In mindestens einer der Kugeln
miissen unendlich viele Folgenglieder liegen. Eine dieser Kugeln Uberdecke man
mit endlich vielen Kugeln mit r=107?. Unter diesen Kugeln gibt es wieder eine mit
unendlich vielen Folgengliedern. Fahrt man fort, so erhdlt man eine Kugelfolge,
die sich in einem Punkt a zusammenzieht. W&hlt man zu jeder dieser Kugeln ein
Glied der Ausgangsfolge, so entsteht eine gegen a konvergente Teilfolge.

Ist A eine Teilmenge von R", so heiBt eine Funktion f: A -> A KONTRAKTION, wenn
es eine Zahl 0 £ r < 1 gibt mit d(f(a),f(b)) £ r d(a,b) fur alle a,b aus A.



Beispiele flir Kontraktionen sind Ahnlichkeitsabbildungen mit einem Streckungs-
faktor unter 1. Nach dem Mittelwertsatz sind differenzierbare Funktionen A->A
mit A ¢ R Kontraktionen, wenn der Betrag der Ableitung kleiner als ein r<1l ist.
Insbesondere ist die Verhulst-Funktion f£:[0,1] -> [0,1], x -> a*x*(1l-x) flr
Zahlen a mit |a|<1l eine Kontraktion, da fur f’ (x)=a*(1-2x) |1-2x| < 1 wird.

Satz:
Ist f eine Kontraktion und (xi) eine konvergente Folge mit Grenzwert x, so gilt
lim f(x;i) = f£(x).

Beweis:
Wegen d(f(xi),f(x)) £ d(xi,x) nahert sich der Abstand von f(x;) zu f(x) der Zahl
0 an, wenn sich x; an x anndhert.

Satz:
Ist K eine Kugel und f: K -> K eine Kontraktion, so hat f in K genau einen
Fixpunkt.

Beweis:

Man wahle ein x'eK und bilde die Folge x; = fl(x'). Dann gibt es eine Teilfolge,
die gegen ein x aus K konvergiert.

Ist R der Radius der Kugel K, so gilt fiir alle i d(xi, f(xi) = d(fi(x"),flof(x"))
< rtd(x',f(x")) = ri2R . Wird i gréBer, nidhert sich der Abstand von x; und £ (x:)
an 0 an. Aus lim x; = x folgt lim f(x;) = x und aus dem letzten Satz f(x) = x.
Sind x,y Fixpunkte zu f, so erhdlt man aus d(x,y) = d(f(x),f(y)) £ r d(x,vy)

(1 - r) d(x,y) £ 0 und wegen 1-r>0 d(x,y)=0 bzw. x=y.

Interessante graphische Anwendungen fiir Kontraktionen erdffnen sich mit der
nachsten Satzfolge: Dazu geben man einer Kugel K Kontraktionen f;: K -> K vor.
Nach dem letzten Satz gibt es zu f; einen Fixpunkt x. Man sammle dann in der
Menge S' alle Kombinationen von Funktionswerten, die dadurch entstehen, dass man
fi,..,fn in beliebiger Reihenfolge und Anzahl auf x anwendet.

Satz:
S' ist invariant.

Beweis:

Ist x = fi;;0..0fix(x) ein beliebiges Element aus S', so gehdrt nach Definition
auch f;(x')= fiofi;0..0fix(x) zu S'. Es folgt £;(S°) ¢ S', insgesamt U £;(S') c S'.
Umgekehrt gehdort x'= fi;0...0fix(x) = fii0...0fi0f1(x) zu f£i:(S'). Folglich gilt

auch S' ¢ U £f;(S).

Eine Menge A heilt ABGESCHLOSSEN, wenn A auch alle Grenzwerte zu Folgen aus A
enthdalt. Zu jeder Menge kann man den ABSCHLUSS cA bilden, indem man zu A noch
die Grenzwerte hinzunimmt.

Satz:
cA ist abgeschlossen.

Beweis:

Ist (xi) eine gegen ein x konvergente Folge aus cA, so gibt es zu jedem i eine

Folge (x;:), die gegen x; konvergiert. Man wadhle zu i=1 ein k1l mit d(xi,xxn)<27!,

zu i=2 ein k2 mit d(x2,Xx2) <272 usw.. Die Folge (yi)=(xxi) hat dann als Grenzwert

ebenfalls x, da die y; mit wachsendem i immer n&her an x; ricken. Da die y; zu A
gehdren, gehdrt x zu cA.

Satz:
Ist S invariant und beschrankt, so ist es auch cS.

Beweis:
Ist x aus cS, so gibt es eine Folge (xi) aus S mit lim x; = x. Da S invariant
ist, gehort fir ein beliebiges j £f5(x;) zu S, folglich f5(x) = lim £f5(x;) zu cS,

somit U f;(cS) c cS.
Andererseits gehdrt jedes x; zu einem f5(S). Da die Folge aus unendlich vielen



Gliedern besteht, aber nur endlich viele Funktionen f; zur Verfiigung stehen,
gehdren unendlich viele x; zu dem gleichen £5(S). Wahlt man diese x; aus, so
erhdlt man eine Teilfolge, die immer noch gegen x konvergiert. Jedes x; lasst
sich mit einem geeigneten y; aus S als f5(yi) aufschreiben.

Da S beschrankt ist, gibt es zu (y:) eine konvergente Teilfolge (zi). Bezeichnet
z den Grenzwert, so gehdrt z zu cS. Da (f;5(zi)) gegen f;5(z) und gleichzeitig
gegen x konvergiert, folgt x=f;(z). x gehdrt somit zu f;(cS), und cS ist Teil-
menge von U f;(cS).

Bildet man zu der oben definierten Menge S° den Abschluss S=cS°, so ist S in-
variant und abgeschlossen. S enthdlt zumindest den Fixpunkt zu der Kontraktion
f1, ist also nicht leer.

Ist A eine Menge, x ein Punkt, so sei d(x,A) der kleinste ABSTAND von X zu
Punkten a aus A.

Satz:

Ist A abgeschlossen und beschrankt, so gibt es zu jedem x ein a € A mit d(x,A) =
d(x,a). Ist insbesondere d(x,A) = 0, so gehdrt x zu A.

Beweis:

Es gibt zu x eine Folge (a;) in A mit d(x,ai) -> d(x,A). Aufgrund der Voraus-
setzung laBt sich (ai) durch eine konvergente Teilfolge ersetzen. Ist a der
Grenzwert, so folgt d(x,a:i) -> d(x,a) und daraus d(x,a)=d(x,A).

Ist d(x,A) = 0, so folgt d(x,a) = 0, also x = a € A.

Sind A und B abgeschlossene Mengen, so sei d(A,B) der grdBte Abstand eines a aus
A zu B. Man erhalt:

Satz:
1)Ist C eine Teilmenge von B, so gilt d(A,B) < d(Aa,C).
2)d(A,B) ist genau dann 0, wenn A Teilmenge von B.

Beweis:
1)Fir a € A erhdlt man d(a,B) = min{d(a,b)| b € B} < d(a,C).
2)Gibt es ein a aus A\B, so folgt 0 < d(a,B) £ d(A,B).

Satz:
Ist K eine Kugel und sind f;: K -> K Kontraktionen, so gibt es genau eine in-
variante, abgeschlossene Menge S in K.

Beweils:

Definiert man S' wie oben, so ist der Abschluss S=cS' nach den bisherigen Satzen
invariant und abgeschlossen. Zu zeigen bleibt, dass es nur eine invariante,
abgeschlossene Menge gibt:

Es lédsst sich eine Zahl r < 1 finden mit d(fi(x),fi(y)) = r d(x,y) fir alle x,y
und 1.

Seien nun A und B invariante, abgeschlossene Mengen, a aus A. Infolge der In-
varianz von A gibt es zu a ein a'€eA und ein f; mit f;(a') = a. fi(B) ist eine
Teilmenge von B, daraus folgt d(a,B) = d(fi(a'),B) < d(fi(a"),fi(B)) < r d(a',B)
< r d(a,B).

Da a beliebig war, erhalt man aus d(a,B) < r d(A,B) d(A,B) £ r d(A,B) und somit
(1-r) d(a,B) £ 0. Wegen 1-r>0 folgt d(A,B) £ 0 => d(A,B) = 0 => A c B, da Ab-

stande nicht negativ werden konnen. Analog erhdlt man B c A.

Nach diesem Satz sind invariante, abgeschlossene Mengen eindeutig bestimmt durch
die Kontraktionen fi, unabhdngig davon, auf welche Weise die Mengen gefunden
werden.

Vorgegeben seien zu einer abgeschlossenen Menge A Kontraktionen f;: A -> A. Dann
gilt A;:= U £f;(A) c A, Wendet man ein f; auf A; an, so erhdlt man f5(A;) c £5(A),
also A;:= U f;(A1) ¢ U £f5(A) ¢ Ay, allgemein Aiy; := U f5(A;) c A; fir alle 1i.
Definiert man A’ als den Durchschnitt aller A;, so gilt:



Satz:
A’ ist invariant.

Beweis:

Fir jedes i gilt f5(A’) c £f5(Ai) c A;, also nach Definition £f5(A’) c A’

Ist x € A’, so gibt es zu jedem 1 ein ij mit x € £;5(A;). Da es nur endlich viele
f; gibt, findet man ein j und dazu eine Folge (ji) mit x € f5(Aj;). Wahlt man
eins dieser ji, so gilt fir alle i>ji wegen Ai;;; ¢ A; auch x € f5(A;). Bildet man
die Schnittmenge der A;, so erhdlt man x € f3(A’), also insgesamt A’ c U f5(A').

Genutzt werden die letzten beiden Satze bei der FRAKTALEN BILDKOMPRESSION und,
um Eigenschaften des Sierpinski-Dreiecks zu ermitteln (siehe unten).

Sind die f; umkehrbare Kontraktionen S -> £;(S), S dabei wie oben definiert, so
heiBRt S SELBSTAHNLICH. Durch mehrmaliges Anwenden der f; erhdlt man immer
kleinere Bildmengen von S, die wegen der Invertierbarkeit bis auf Verzerrungen
wie S aussehen und insgesamt wieder S bilden (vgl. letzten Satz).

Mengen mit dieser Eigenschaft zd&hlen vielfach zu den FRAKTALEN.

Ein Beispiel fiir invariante Mengen ist die Menge aller n-periodischen Punkte zu
einer Funktion f, da das Anwenden von f die Menge nicht verdndert (siehe oben:
fi(x) ist mit x n-periodisch!). Ist zudem n minimal, so ist die Anzahl der Ele-
mente dieser Menge ein Vielfaches von n (vgl. oben).

Anwendung (FRAKTALE KOMPRESSION) :

Ist A eine beschrankte, "schone" Punktemenge in der Ebene, so lasst sich A in
ein groBes Quadrat einbetten. Gleichzeitig lasst sich A mit kleinen Quadraten
iiberdecken. Wahlt man als Kontraktionen Kombinationen aus zentrische Streckungen
und Verschiebungen, die jeweils aus dem groBen Quadrat eins der kleinen pro-
duzieren, so lasst sich erreichen, dass die zu diesen Funktionen invariante
Menge S die Menge A "gut" anndhert.

Um A rekonstruieren zu kénnen, bendtigt man nur die Kenntnis der Kontraktionen,
iber die sich S rekonstruieren lasst.

Bilder lassen sich dann tbertragen, indem man die Kontraktionen durch geeignete
math. Ausdriicke beschreibt und diese dann {ibertragt. Meistens bendtigen die
Kontraktionen deutlich weniger Ubertragungs-kapazitidt als das Originalbild, auch
wenn dieses mit einem anderen Verfahren komprimiert wurde. Allerdings ist der
Zeitaufwand zur Analyse und Rekonstruktion eines Bildes sehr hoch.

Eine Folge (x;) wird von fi,...,fx aus x erzeugt, wenn es zu jedem i eine
Verkettung von fii, ..., fix gibt mit xi;1 = fi10..0fix(xXi) und x; = x. Man nennt eine
abgeschlossene, zu fi,...,fx invariante Menge M einen ATTRAKTOR, wenn es eine

Umgebung O von M gibt mit: Zu jedem e>0 und jeder Folge (xi), die von den f: aus
einem x € O erzeugt wurde, existiert ein n mit d(x;,M) < e fur alle i 2 n.

Eine abgeschlossene, zu fi,...,fx invariante Menge M ist ein REPELLER, wenn es
eine Umgebung O von M gibt mit: Zu jeder von den f; aus einem x € O\M erzeugten
Folge (x;) existiert ein 1 mit x; ¢ O\M.

Satz:
Vorgegeben seien Kontraktionen f,,..,f,: K -> K und eine zu den f; invariante,
abgeschlossene Menge M. M ist dann ein Attraktor.

Beweis:

Man wdhle ein r < 1 mit d(fi(x),fi(y)) £ r d(x,y) fur alle i und x,y € K. Es
folgt d(fi;0..0fix (%), fi10..0fi(y)) < r* d(x,y) fiur alle x,y € K und ij mit 1 < k.
Man wahle ein x; € K und y; € M. Man erzeuge beginnend mit x; mittels der f; eine
Folge (xi) und beginnend mit y; auf gleiche Weise eine Folge (y;i). Man erhalt fur
alle 1 d(xi:1,Viv1) = d(fi10..0f:x(x5),f10..0fik(yi)) < ok d(xi,vi) <r d(xi,yi) wegen
r¥ < r, also d(xi+1,M) < d(xi11,viq1) < r!t d(xi,y1). Wahlt man i > log.e, so folgt
d(xi,M) < e.

Satz:
Seien M ein Repeller zu f;,...,fx und O eine entsprechend der Repeller-Definition
passende Umgebung, ferner (xi) eine von den f; aus einem x € O\M erzeugte Folge.



Dann gibt es ein n mit x; ¢ O fir alle 1 2 n oder x; € M fir alle i 2 n.

Beweis:

Sei (xi) eine von den f; aus einem x € O\M erzeugte Folge, so dass es kein n gibt
mit x; ¢ O fir alle i 2 n. Dann existiert zu jedem n ein i 2 n mit x; € O. Liegt
eins dieser x; in M, so gehdren wegen der Invarianz von M auch alle x; mit j 2 i
zu M. Alternativ l&sst sich eine Teilfolge (yi) bestimmen mit y; € O\M fir alle
i. Da die Folge von den f; erzeugt wird, muss es nach der Repeller-Definition ein
i geben mit y: ¢ O\M. Widerspruch!

Zu jedem Repeller M gibt es demnach einen Ring um M, der von jeder von den f;
erzeugten Folge irgendwann verlassen wird.

Ob ein Fixpunkt x einer stetig differenzierbaren Funktion f auf A c¢c R ein
Attraktor oder Repeller ist, lasst sich {iber den Mittelwertsatz aus der Grole
von |f’ (x)]| ableiten:

Ist |f’(x) <1, so gibt es eine Kugel K um x und ein r<l mit |f’|<r auf K. f ist
auf K eine Kontraktion, deren Fixpunkt x nach dem vorletzten Satz ein Attraktor
ist.

Ist |f’ (x)>1, so gibt es eine Kugel K um x und ein r>1 mit |f’|2r auf K. Zu
jedem yeK gibt es nach dem Mittelwertsatz ein zeK mit f(y)-x = f(y)-f(x) =

£ (z) (y-x), also |f(y)-x| 2 r|y-x|. Rekursiv folgt fir ein n, wenn alle f*(x)
mit i<n zu K gehdren, |f"(y)-x|2 r'|y-x|. Da r® mit n unbegrenzt anwdchst, muss
es ein i geben mit fl(y)g¢K. Somit ist {x} ein Repeller.

Eine Menge M wird als FRAKTAL bezeichnet, wenn seine Dimension nicht ganzzahlig
ist. Dazu muss ,Dimension™ neu definiert werden:

Man iberdecke eine n-dimensionale Menge M (Linie, Fl&che, Korper) vollstandig
mit moéglichst wenigen Wirfeln der Kantenlé&nge r und bestimme deren Anzahl z. Ist
V das zur Dimension von M passende Mal, wie Lange, Fladche oder Volumen, so
nahert z*r® um so besser an V an, je kleiner r ist. Es gilt also z*r" = V bzw.
log z + n*log r  log V => n = log V/log r - log z/log r. Verkleinert man r, so
nadhert sich log r an -0 an, z wadchst entsprechend, wdhrend log V/log r sich O
nahert.

Man definiert nun die fraktale Boxdimension als den Grenzwert von -log z/log r
fir r->0. Wie die Uberlegungen oben zeigen, stimmt fiir Linien, Fl&chen und
Korper dieser Dimensionsbegriff mit dem klassischen aus der lin. Algebra
iberein.

Chaostheorie/Fraktale II
Eine Funktion f:A -> A hat CHAOTISCHES VERHALTEN, wenn gilt:

1)Zu je drei Umgebungen Oy, 0.:,0, gibt es Elemente x;, %, aus Oy und eine Zahl n, so
dass f"(xi) zu O; und f"(x;) zu O, gehort.

(Sensitivitat: f reifBt Elemente auseinander und verteilt sie auf ganz A)

2)Zu jeder Umgebung O gibt es ein Element x und eine Zahl n mit f"(x) = x.
(Periodizitat: O verddet durch f nicht)

Im folgenden sei die SAGEZAHNFUNKTION s auf A=[0,1] definiert durch s(x) = 2x
fir alle x<0.5 und s(x) = 2x - 1 fiir alle iUbrigen x.

Wird x im Dualsystem dargestellt, so verschiebt s die Dezimalen um eine Position
nach links und setzt die Einer-Stelle auf 0.

Satz:

In jedem Intervall Ja,b[ in [0,1] lassen sich Zahlen c<d finden, die im Dual-
system hoéchstens endlich viele Dezimalen haben und sich nur in der letzten
Dezimale unterscheiden.



Beweis:
Ein allgemeiner Bewels ist schwer verstandlich. Die Grundgedanken sollen daher
durch ein Beispiel veranschaulicht werden:

Wegen a<b gibt es eine Dezimale, die bei a den Wert 0 und bei b den Wert 1 hat.
Z.B. kobnnte a mit 0,10110.. und b mit 0,10111.. anfangen.

a muss in einer spateren Dezimale den Wert 0 haben: Ware dies nicht der Fall,
also a=0,1011011111..., so léadsst sich a auch durch 0,10111 darstellen und hatte
dann nicht in der 5. Dezimale einen anderen Wert als b.

Man wdhle c¢ in den ersten Dezimalen identisch mit a bis zu der eben gefundenen
2. Null und ersetze diese durch eine 1. Die restlichen Dezimalen von a lasse man
fort. ¢ ist dann groBer als a, aber kleiner als b.

In unserem Beispiel ist ¢=0,10110111, wenn a in der 8.Dezimale eine 0 hatte.
Man wahle d wie ¢, hange aber noch eine 1 an. d ist dann groBer als c. Da d in
den ersten Dezimalen mit b {ibereinstimmt, dann aber wie a eine 0 hat, wadhrend Db
eine 1 hat, ist d kleiner als b. J]c,d[ liegt insgesamt in Ja,b[.

Satz:

Wahlt man zu Ja,b[ die Zahlen ¢ und d wie im letzten Satz, so gehdrt eine Zahl x
genau dann zu [c,d], wenn x mit den Dezimalen von c¢ beginnt (inkl. einer
abschlieBenden 0) und dann mit einer beliebigen Folge von 0 und 1 fortsetzt.

Beweis:

Ist die zweite Eigenschaft erfiillt, so gilt x2c. Da die letzte Dezimale von c
eine 0 ist, wadhrend dort d eine 1 aufweist, gilt auch x<d.

Die andere Beweisrichtung ist trivial.

Satz:
s zeigt chaotisches Verhalten.

Beweis:

1) Die Umgebungen O; lassen sich nach dem vorletzten Satz jeweils zu [c;i,di] ver-
kleinern, wobei sich c¢; und d; im Dualsystem nur in der letzten Dezimale unter-
scheiden. Man wahle x; als die Zahl, die mit den Dezimalen von ¢y beginnt (inkl.
letzter 0) und mit den Dezi-malen von c; fortsetzt.

Ist z.B. c¢=0,10110 und ¢;=0,110110, so ist x;=0,10110110110.

Sei n die Anzahl der Dezimalen von cg inkl. letzter 0. Wendet man s n-mal auf x;
an, so verschwinden die Dezimalen von cp. s"(x;) ist somit c¢; und gehdrt zu U;.
Entsprechend verfahre man mit x,. Indem man nach den Dezimalen von c, geniigend
viele Nullen in x; und x; einschiebt, kann man flir x;,x, das gleiche n verwenden.
Damit ist s sensitiv.

2)0 verkleinere man nach dem vorletzten Satz zu [c,d], wobei sich ¢ und d nur in
der letzten Dezimale unterscheiden. x lege man als periodische Zahl fest, deren
Periode gerade aus den Dezimalen von c (inkl. letzter 0) besteht. x gehdrt zu
[c,d] und damit zu O. Ist n die Zahl der Dezimalen von c¢ inkl. letzter Null, so

folgt analog zu 1) s™(x) = x, also die Periodizitat von s.

Es sei die HUTFUNKTION h auf A=[0,1] definiert durch h(x) = 2x flir alle x<0.5
und h(x) = 2 - 2x fir alle ibrigen x.

Satz:

1)Es gilt hos = hoh.
2)Es gilt hos®™ = h™'! fir alle n21

Beweis:
1)Ist x<0.5 so wird s(x)=h(x), also hos(x) = hoh(x).
Ist x>0.5, so wird s(x)=2x-1. Ist s(x)<0.5, so wird hos(x) = 2(2x-1)

= 4x-2 .
h(x) ergibt sich als h(x)=2-2x>0.5, also hoh(x)=2-2(2-2x)=4x-2. Ist s(x)>0.5, so
gilt hos(x)=2-2(2x-1)=4-4x und h(x)=2-2x<0.5 => hoh (x)=2(2-2x)=4-4x. Fir x=0.5
erhdlt man hos=hoh iiber die Stetigkeit wvon h.

2)Geht man von hos®™ = h™! fiir ein n aus, so folgt hos™! = hos”os = h"'los = h"ohos
= hPohoh = hn*2



Satz:
h zeigt chaotisches Verhalten.

Beweis:

Sind U; Umgebungen in [0,1], so gibt es Umgebungen V; mit h (Vi) c U;.

In Uy gibt es x; und dazu eine Zahl n mit s"(x;) € V; fur i € {1,2}, also h**'(x;)
= hos™(x;) € h(V;) c U;. Man erhdlt damit die Sensitivitat.

In Vo gibt es ferner ein x und dazu ein n mit s"(x)=x. Es folgt h"!(x) = hos®(x)
= h(x) € Up. Somit ist h(x) ein n-periodischer Punkt in Us.

Eine Funktion f: A -> B heift STETIG in x € A, wenn es zu jeder Umgebung V von
f(x) eine Umgebung O von x gibt mit £(0) ¢ V. f ist STUCKWEISE STETIG, wenn A
eine endliche Vereinigung von Mengen A; ist, so dass f auf jedem A; stetig ist.

Satz:
Ist f: A -> A eine Funktion mit chaotischem Verhalten, t: A -> A umkehrbar und
stlckweise stetig, so hat g = tlofot chaotisches Verhalten.

Beweis:

Fir alle x gilt g*(x) = (t!ofot)?(x) = tlofoto...otlofot(x) = t-loflot (x).
1)Sind U; Umgebungen in A, so gibt es zu jedem i Umgebungen V; mit t™!' (Vi) c Ui,
dazu yieVy mit fo(yi)eV; fir ie{l,2}. Gegebenenfalls sind die U; geeignet zu
verkleinern, damit sie in den stetigen Abschnitten von t liegen. Definiert man
x;=t 1 (yi), so folgt x; € Up und g"(x;) = tlof"(y;) € U; wegen f"(y;) € Vi, damit die
Sensitivitat von g.

2)Zu einer Umgebung O gibt es eine Umgebung V mit t'(V) ¢ O, ein y in V und eine

Zahl n mit f"(y)=y. Ist x=t7!'(y), so gehdrt x zu O. Man erhidlt g"(x) = t ! of"(y) =
t'(y) = x, also die Periodizit&t von g.
Satz:

Sei t:[0,1] -> [0,1], x -> (sin(x*n/2))? ist stetig und umkehrbar.

Beweis:
Da die Ableitung auf [0,1] positiv ist, ist t umkehrbar.

Satz:
Sei t wie oben, v:[0,1] -> [0,1], x -> 4x(1-x). Dann gilt toh = vot . Insbe-
sondere zeigt v chaotisches Verhalten.

Beweis:

Man erhdlt vot(x) = 4sin?(x*m/2) (1-sin?(x*m/2)) = 4sin?(x*mn/2)cos?(x*n/2) =
sin?(2x*m/2) .

Fiir x<0.5 ergibt sich toh(x) = sin?(2x*mn/2), sonst toh(x) = sin?((2-2x)*mn/2) =
sin? (m-2x*m/2) = sin?(-2x*n/2) = sin?(2x*n/2) wegen sin (m+y)=-sin(y) .

Da v=tohot™ gilt, erh&lt man das chaotische Verhalten von v aus

demjenigen von h. ﬂ
v ist ein Spezialfall der VERHULST-FUNKTION x -> a*x*(l-x), die -%%1

Wachstumsvorgange beschreibt.

Das SIERPINSKI-DREIECK S ist die invariante Menge zu den folgenden drei Kontrak-
tionen auf [0,1]%:

fl:(x,y) -> (0.5*%x,0.5*y), f2:(x,y) -> (0.5*x+0.5,0.5*y) ,
f3:(x,y) -> (0.5*x+0.5, 0.5*y+0.5)

Dass es sich um Kontraktionen handelt, liegt an dem Faktor 0.5 vor den Variab-
len. S kann man erzeugen, indem man auf ein rechtwinkliges Dreieck mit der Ka-
thetenlédnge 1 die drei Funktionen anwendet. Man erhalt drei Teildreiecke, auf
die man wiederum die Funktionen anwendet. Dadurch setzen sich die Dreiecke Jje-
weils aus drei weiteren Dreiecken zusammen. Fihrt man das Verfahren unendlich
oft durch, so erhdlt man das Sierpinski-Dreieck, das nach einem Satz im ersten
Textteil invariant ist. Das Sierpinski-Dreieck ist selbstdhnlich, da die Teil-



dreiecke immer kleiner werden. Wir werden auf zweili verschiedene Weisen versu-
chen, die GroRe von S zu bestimmen.

Dazu berechnen wir zundchst die Gesamtfliche der Teildreiecke in
qden einzelnen Teilungsschritten. Der Grenzwert dieser Fl&chen wére
3die Flache von S.

4 Das Ursprungsdreieck die Flache F = 0.5. Bei jedem Teilungschritt
Jentstehen drei rechtwinklige Dreiecke mit der halben Seitenlange
wie beim Ausgangsdreieck, deren Flache somit ein Viertel der Flache
des Ausgangdreiecks betragt.

Als Gesamtflache erh&dlt man daher

nach dem 1. Teilungsschritt 3*0.52 ,
nach dem 2. Teilungsschritt 3*3*0.5° = 32*0.53, allgemein
nach dem i. Teilungsschritt 3i*(Q. 52"

Wachst i, so nadhert sich die Gesamtfliache 0 an. S hat also die Fladche 0 und ist
somit keine 2-dimensionale Figur.

Will man die Boxdimension berechnen, so kann man jedes Teildreieck mit einem
Quadrat iUberdecken, das die gleiche Kantenldnge wie die Katheten des Dreiecks
hat. Wie oben werden im i.Teilungschritt zum Uberdecken der Teildreiecke 3% Quad-
rate mit der Kantenldnge 0.5' bendtigt.

Die Boxdimension ist dann der Grenzwert von

- log 3*/ log 0.5' = - log 3/ log 0.5 = 1.58 flir i->=

Damit ist die Dimension 1.58 und S ein Fraktal.

Versucht man ibrigens, S eine Lange zuzuordnen, so kann man analog zu oben die
Lange Uber einen Grenzwertprozess annahern und erhdlt dann « als Lange. Auch
dies ein Zeichen,dass S nicht in das bekannte Geometrieschema passt.

Neben der Boxdimension gibt es noch die Ahnlichkeitsdimension:
Gibt es zu einer beschrankten Menge M Kontraktionen fi,..,fn mit M = U £; (M), so
sei r die kleinste Zahl mit |f;(x)-fi(y)|<r|x-y| fur alle i und alle x,y aus M.
Als Ahnlichkeitsdimension wird dann definiert - log n / log r

Fliir das Sierpinski-Dreieck ergibt sich damit - log 3 / log 0.5, also der gleiche
Wert wie bei der Boxdimension. Allerdings ist die Ahnlichkeitsdimension deutlich
einfacher zu bestimmen als die Boxdimension.

Allgemein kann man sich die Menge M in einem ersten Schritt in einen Wirfel ein-
gebettet vorstellen mit der Kantenldnge s. M setzt sich aus n Bildern £fi (M) zu-
sammen, die dann jeweils in einen Wirfel mit der Kantenldnge r*s passen. Die
Bilder bestehen wiederum aus n Teilen, eingebettet in Wirfeln mit der Kantenldn-
ge r’*s. Man erhilt daher nach

dem 1. Teilungsschritt: n Wirfel mit der La&nge r*s ,
dem 2. Teilungsschritt: n? Wirfel mit der Linge r’*s
dem i. Teilungsschritt: n' Wirfel mit der Linge rixs

Zur Berechnung der Boxdimension betrachte man

-log nt / log (ri*s) = -i*log n /(i*log r + log s) -> -log n / log r fir i->e

i

Haben die £f5(M) gemeinsame Elemente, l&sst sich M eventuell mit weniger als n
Wirfeln iiberdecken. In diesem Fall widre die Boxdimension kleiner als die Ahn-
lichkeitesdimension. Sonst stimmen beide Werte {iberein.

Lindenmayer-Grafiken sind Verallgemeinerungen des Sierpinski-Dreiecks: Man geht
statt von einem Fixpunkt von einer Figur aus, wendet auf diese endlich viele

Kontraktionen an und wiederholt den Vorgang flir jedes so entstandene Bild. Nach
unendlich vielen Schritten erhdlt man eine Lindenmayer-Grafik. Z.B. lassen sich



auf diese Weise aus einer Strecke Grafiken erzeugen, die wie
 Pflanzen aussehen.

Als Beispiel soll eine Grafik betrachtet werden, die dadurch
entsteht, dass an eine Strecke der Ladnge 1 halbiert wird und die
so entstandenen Teilstrecken gedreht an das Ende der Ausgangs-
strecke gehdangt werden (Y-Form!). Die Drehwinkel sollen so grof
gewdhlt werden, dass zur Uberdeckung der drei Strecken 3 Wirfel
mit der Kantenldnge 0.5 bendtigt werden. Wiederholt man diesen
Prozess unendlich oft, so erhdlt man eine Lindenmayer-Grafik.

Die Boxdimension berechnet sich auf folgende Weise:

Wie oben beschrieben, werden fir die ersten drei Strecken 3 Wirfel der Kanten-
lange 1/2 bendtigt, dazu 2 Wirfel dieser GroBe fiur den Rest (Summe der restli-
chen Streckenlédngen!). Halbiert man die Kantenldnge der Wirfel zu 1/4, bendtigt
man fiir die Ausgangsstrecke 4 Wirfel und fiir die ersten Teilstrecken 2 * 2 Wir-
fel. Hinzu kommen fir die nachsten 4 Teilstrecken jeweils ein Wirfel und fir den
Rest ebenfalls 4 mal 1 Wirfel, insgesamt 1*4 + 2*2 + 4*1 + 4*1 = (2 + 2)*22,
Allgemein erhilt man fiir die Kantenldnge 27 als Wurfelzahl (i+2)*2%.

Damit gilt

- log ((i+2)*2%Y) /log 27 = log(i+2)/(i*log 2) + log 2' /log 2' -> 1 fiur i->e

Damit ist die Boxdimension dieser Lindenmayer-Grafik 1. Berechnet man allerdings
die (Strecken-)Lange der Grafik, so erhd&lt man naherungsweise it o o7 = i/2,
also « flir i->e.

Hat man an den Streckenenden nicht nur jeweils 2 Verzweigungen, sondern 3, so
ergibt sich eine andere Situation:

Zum Uberdecken mit Wiirfeln der Kantenldnge 1/2 benotigt man 2 + 3 + 3 Wirfel,
zum Uberdecken mit der Kantenldnge 1/4

1*4 + 3*2 + 9*%1 + 9 = 1*4 + 1,5%4 + 1,5°%4 + 1,5°*4 = (1 + 1,5 + 1,5% + 1,5%) %22,
allgemein fiir die Kantenldnge 27*
(L +1,5 + ... + 1,5 +1,5%*2* = ((1,5"" - 1)/0,5 + 1,5%)*2' = (4*1,5% - 2)*2%,

Damit berechnet sich die Boxdimension iber

-log((4*1,5* - 2)*2%) /log 27* < log 4/(i*log 2) + log 1,5%/log 2' + log 2%/log 2%
= log 4/ (i*log 2) + log 1,5/log 2 + 1
-> log 1,5 /log 2 + 1 = 1,58 fiir i->~ und
-log((4*1,5* - 2)*2*) /log 27* > log 2/(i*log 2) + log 1,5%/log 2* + log 2%/log 2°
= log 4/ (i*log 2) + log 1,5/log 2 + 1
-> log 1,5 /log 2 + 1 = 1,58 fiir i->w

Die Boxdimension hat somit den Wert 1,58, die Grafik ist ein Fraktal.
Die Rechnung lasst sich auf Lindenmayer-Grafiken mit mehr Verzweigungen ibertra-
gen.
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